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Zadanie 21. Okrag o érodku S = (3,2) lezy wewnatrz okregu o réwnaniu
(x —6)*+ (y — 8) = 100

i jest do niego styczny. Wyznacz réwnanie prostej stycznej do obu okregdw.

Przed rozwigzaniem tego zadania przypomnijmy, jak moga by¢ potozone dwa okregi.
Przypusémy zatem, ze mamy dany okrag o $rodku w punkcie O i promieniu R oraz
drugi okrag o srodku w punkcie P i promieniu r. Zalézmy ponadto, ze r < R oraz
ze odleglosé érodkow tych okregéw (czyli dlugosé odcinka OP) jest rowna d. Mamy
wowcezas nastepujace mozliwe potozenia tych okregoéw:
e jedli d = 0 (tzn. O = P) oraz R = r, to okregi pokrywaja sie (czyli tak naprawde
mamy do czynienia z jednym okregiem,
e jeslid =0 (tzn. O = P) oraz R > r, to okregi sa wspétérodkowe i okrag o promieniu
r lezy w caloSci wewnatrz okregu o promieniu R,

e jesli 0 < d < R — r, to okrag o promieniu r lezy w catosci wewnatrz okregu
o promieniu R (méwimy wtedy, ze okregi sa rozlaczne wewnetrznie),

e jesli 0 < d = R — r, to okrag o promieniu r jest wewnetrznie styczny do okregu
o promieniu R (na rysunku punkt A jest punktem stycznosci),
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e jesli R—r < d < R+ r, to okregi maja dwa punkty wspélne (na rysunku sa to
punkty A i B),

e jesli d = R+, to okregi sa styczne wewnetrznie (na rysunku punkt A jest punktem
stycznosci),

e jeslid > R+r, to okrag o promieniu r lezy w catoSci na zewnatrz okregu o promieniu
R i na odwrét (méwimy wtedy, ze okregi sa rozlaczne zewnetrznie).

Nastepnie przypomnijmy, ze punkt stycznosci jest wspotliniowy ze srodkami obu okre-
géw oraz wspoélna styczna do tych okregdéw jest prostopadia do prostej przechodzacej
przez Srodki obu okregow.
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Jesli dwa okregi maja dwa punkty wspélne A i B, to prosta przechodzaca przez srodki
tych okregéw jest prostopadia do prostej AB i przecina odcinek AB w $rodku.

=

Nastepnie zajmijmy si¢ wtasnosciami rownan prostej i okregu. Przypusémy, ze dana jest
prosta k o rownaniu postaci
ax + by = c.

Wéwezas wektor o wspolrzednych [a, b] jest prostopadly do prostej k. W szczegdlnodci,
jesli dane sa dwa punkty O = (a,b) i P = (¢, d), to wektor OP ma wspolrzedne

OP = [c —a,d—b.
Stad wynika, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej ¢ prosta o rownaniu
(c—a)x+(d—by=t

jest prostopadta do wektora oP , a wiec i do prostej OP.

Przypu$émy teraz, ze dane sa dwa okregi. Pierwszy ma $rodek w punkcie O = (a,b)
i promien réwny R. Drugi ma $rodek w punkcie P = (¢, d) i promien réowny r. Pierwszy
okrag ma zatem réwnanie

(z— a)? + (y — b)? = R.
Drugi okrag ma réwnanie

(=) +(y—d)? =1~

Odejmijmy stronami te rownania:
(z—a)—(z—¢) +(y—b)?*—(y—d)?* =R —1%
Przeksztalémy to réwnanie:

(2% — 2az + a®) — (2% — 2cx + 2) + (y* — 2by + V%) — (y* — 2dy + d*) = R* — 2,
2? — 2ax 4+ a® — 2% 4+ 2cx — 2 +y* — 2y + b? — y* + 2dy — d* = R® — 12,
—2ax + a® + 2cx — ¢ — 2by + b% + 2dy — d* = R* — 12,

—2ax + 2cx — 2by 4+ 2dy = R*> —r* + & + d* — a® — b?,
20c—a)r+2(d—by=R*—r*+ 2 +d* —a® - V?,

1
(c—a)x+(d—b)y:5'(R2—r2+c2+d2—a2—b2).
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Otrzymalidémy réwnanie prostej prostopadtej do prostej O P. Takich prostych jest jednak
nieskonczenie wiele. Chcemy wiedzieé, z ktora z tych prostych mamy tu do czynienia.

Przypus$émy teraz, ze punkt A = (zo,yo) jest punktem wspdlnym tych dwéch okregow
(tzn. jest punktem stycznosci lub jednym z dwéch punktéw przeciecia tych okregéw).
Wowcezas wspotrzedne punktu A spelniaja oba réwnania:

(xg —a)® + (yo — b)> = R* oraz (zg—c)*> + (yo — d)* = r?.

Zatem
(zo — a)® — (zo — ¢)® + (yo — b)> — (yo — d)* = R* —r*.

Po przeksztalceniach, takich jak wyzej, otrzymamy

(c—a)xg+ (d—b)yo = = - (R* —r* + 2 +d* — a® — b?).

N =

Zatem wspolrzedne punktu A speliaja réwnanie prostej, ktére otrzymaliSmy wyzej. To
dowodzi nastepujacej wtasnosci réwnan dwoch okregdw.

Wtasno$é¢. Przypusémy, ze okregi o réwnaniach
(x—a)?’+ (y—0b2?=R? oraz (r—c)’+ (y—d)?=r?
sg styczne lub przecinaja sie w dwoch punktach. Prosta o réwnaniu

(c—a)z+(d—by==-(R*—r*++d*—a® —b?)

N | =

(otrzymanym przez odjecie stronami réwnan obu okregéw) jest styczna do obu okregéw
(w przypadku, gdy te okregi sa styczne) lub przechodzi przez punkty przeciecia obu
okregéw (w przypadku, gdy te okregi przecinaja sie w dwéch punktach).

W przypadku, gdy rozwazane okregi sa roztaczne (wewnetrznie lub zewnetrznie), otrzy-
mujemy réwnanie tzw. osi potegowej tych okregéw; tym przypadkiem nie bedziemy sig
tu jednak zajmowali.

Teraz przejdzmy do rozwigzania zadania 21.

Rozwigzanie. Najpierw znajdujemy réwnanie okregu o srodku S. Okrag o réwnaniu
(z —6)*+ (y — 8)* =100

ma $rodek w punkcie o wspélrzednych (6,8) i promien réwny R = 10. Obliczamy odle-
gtos¢ srodkow obu okregdw:

d>=(6-3)%+(8—2)*=3%+6% =9+ 36 = 45,
czyli d = /45 = 3+/5. Poniewaz okregi sg styczne wewnetrznie, wiec promien r okregu

o $rodku S obliczamy z réwnania

d=R—r,
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czyli
3v5 =10 —r.

Stad r = 10 — 3v/5. Réwnanie okregu o $rodku S ma zatem postaé
(x—3)"+(y—2)* = (10 - 3V5)*,

czyli
(z —3)% + (y — 2)? = 145 — 60V/5.

Teraz wystarczy odjaé¢ stronami oba réwnania:
(x—3)2—(x—6)%+ (y — 2)® — (y — 8)% = 145 — 60v/5 — 100.
Upraszczamy to rownanie:

2?2 —6r+9—22+ 122 —36+y> — 4y + 4 — y® + 16y — 64 = 45 — 60V/5,
—62 + 94 122 — 36 — 4y + 4 + 16y — 64 = 45 — 60V/5,
62 + 12y + 13 — 100 = 45 — 60v/5,
61 + 12y = 100 + 45 — 13 — 60v/5,
61 + 12y = 132 — 60v/5,
T+ 2y = 22 — 10V/5.

Zatem rownanie prostej stycznej do obu okregéw ma postaé
T+ 2y =22 — 10vV/5.

To konczy rozwigzanie zadania.
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